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Instructions :

Lisez I'’énoncé en entier avant de commencer et répondez bien aux questions qui vous sont demandées. Vous

pouvez faire les exercices dans I'ordre que vous souhaitez.
La rédaction est importante. Soyez propre et clair .

Exercice 1 (5 points)

On considére I'équation (E) : X =5)% = 1.
ou les inconnues x et y sont des entiers strictement positifs.

1.

Dans cette question, on suppose que (xo, Vo) est une solution de (E).

a) Démontrer que x, et ), sont premiers entre eux.

b) Prouver que xp et ), n‘ont pas la méme parité.

c) Démontrer qu’il existe un entier ktel que x =5k +1 ou x; = 5k —1.
Calculer 1 +5)% pour 1 < y< 4.

En déduire un couple (xo, yo) solution de (E).

a) Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel non nul n, il existe deux

entiers naturels a, et b, tels que : (9 + 4«/5)" = a, + b5,

b) Donner & et b;.
Exprimer &n+1 et bn1 en fonction de a, et b, .
c) A l'aide d’une récurrence sur n, n >1, montrer que les couples (a,, b,),

sont solutions de (E).
(il s’en suit donc que les nombres a, et b, sont premiers entre eux)

1 1 n
et , montrer que (9-4+45) = a, - b\/5.
9+4/5 a + b5 q ( )

En déduire I'expression de a, et b, en fonction de n.

d) En calculant

Exercice 2 (4 points)

Dans le plan orienté, on considére trois cerclesI'y , I'; et I's de méme rayon et de
centres respectifs M, N et P. Ces trois cercles sont concourants en un point K et se
coupent deux a deux en A, B et C tels que :

P I'; et ', se coupent en A et K

P I'; et I's se coupent en B et K

P I'; et I's se coupent en C et K

1.
2.

Faire une construction illustrant les données précédentes.

On pose r, = Sy © Skay 1 = Skr) © Skey ; f = Swke) © Skay © Sckoy-
a) Déterminer la nature de chacune des transformations r, et r, .

b) Déterminer r, (M) etr, (M) ; que peut on en déduire ?

c) En déduire que f est une réflexion dont on donnera I'axe.

—/>'\ /\
a) Montrer que (KA , KB) = (KC, KP) [n] et écrire (sans le démontrer) deux
relations semblables.

A
b) Vérifier que (KA , BC) = ’E’ [x].

c) En déduire que K est I'orthocentre du triangle ABC.

0,75 pt

1 pt

0,5 pt
0,75 pt
0,5 pt

0,75 pt

0,5 pt
0,5 pt

4. Soient 'y, et I's les deux cercles circonscrits respectivement aux tringles ABC et MNP.

Montrer que les cinqg cerclesT'y , I, ,I's, I'4 et I's sont de méme rayon.

0,5 pt
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Probléme (10 points)
I

1. Soit h la fonction définie sur ]0 , 4+[ par : h(x) = x - Inx
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a) Etudier les variations de h 1 pt
b) En déduire que pour tout x de ]J0, +«[, ona: h(x)>1 0,25 pt
f(x) = 1 si x>0
2. Soit f la fonction définie sur [0, +[ par : "~ X -Inx
f(0) =1
a) Montrer que f est continue sur [0 , 4oo[ 0,5 pt
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 0,75 pt
1I.
Soit F la fonction définie sur [0 , +oo[ par F(x) = LZX f(t)dt
1. a) Montrer que f est dérivable sur [0, +o[ 0,5 pt
ooy N2 = Inx , _
b) Montrer que pour tout x de ]J0, +«[, ona: F'(x) = —h(Zx) x h(x) etque F'(0) =0 1pt
2. Montrer que pour tout x de ]J0 , +o[, on a : sz%dt = In2 0,25 pt
3. Montrer que pour tout x de [1, +o[, 0na : 0 <F(x) -In2 < In 2|;1(X 0,5 pt
En déduire I|m F(x) 0,25 pt
1
4. a) Montrer que : F(E) <1In2 0,25 pt
b) Montrer alors qu’il existe un réel a de B , 1} tel que F(a) = In2 0,25 pt
5. a) Dresser le tableau de variation de F 0,5 pt
b) Donner I'allure de la courbe représentative de F dans un repére orthonormé
(O; I,]) (ondonne F(1)=0,9 , F(2)~1,1) 0,5 pt
IIT.
Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul
1. Soit la suite (V,) définie sur N" par : V, = ﬁﬁ
a) Montrer que pour tout tde J0 , 4o, —— oS <t 0,5 pt
b) Montrer que la suite (V,) est croissante 0,5 pt
c) En déduire que la suite (V,) est convergente et que 0 < lim V, <= 0,75 pt
2. Soit la suite (W,) définie sur N“ par : W, = :ﬁ
a) Montrer que pour touttde [1, 4o, —— T I " <1+ Int 0,5 pt
En déduire que pour tout n de N, W, <n In(n) 0,5 pt
b) Calculer I [1 + Inthdt puis montrer que 0,75 pt
pour tout entier naturel tel quen>5, n <W,; <nIn(n) 0,5 pt
c) En déduire lim W, 0,5 pt
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